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§ 6. 

Bewegung für den Fall, dass beide Oeraden horizontal liegen. 

In diesem Falle ist nach (-10) 

'! ? 

(1) t — + -~J d<p Vi — ** sin* <? — ± ftj <ty Jtp i 

wenn wir die Bewegung von einer Lage an beginnen lassen, in welcher die Grade P'P" mit 
den negativen Richtungen der r und r" die durch (39) und (38) bestimmten Winkel e und «" 
bildet; die Werte von x* und M sind durch die Gleichungen (41) gegeben. Ans (37) folgt noch 

(2) tS^'-O-^ptgd. 

Sobald wir 8 > 90° annehmen, was natürlich in diesem Falle gestattet ist (der Spettalfa.. 
J = 900 wird unten besonders erörtert werden), so sind nach (39) e' und t" stets spitz. Ist 
aufserdem noch m' > m", so ist tg («' — e") > 0, also t' > «". 

Ist (o die Winkelgeschwindigkeit der Graden P'P", so folgt aus (1) 

Da nun x» stets ein positiver echter Bruch ist, so ist auch dtp «teta positiv; der Winkel tp 
mufs also mit wachsendem t fortwährend wachsen oder fortwährend abnehmen. Nehmen wir 
das erstere an. so ist 

M 

(3) + 

Dieser Wert erreicht sein Minimum für tp - n», d. h. in der ursprünglichen und der dazu 
parallelen Lage, er erreicht sein Minimum für 9 - (» + j) *, d. h. in deü dazu senkrechten Lagea- 
lst <a 0 das Minimum, <o, das Maximum von o, So ist 

(4) „ 0 - M, », - ^ yc^olg"? . 

üf bedeutet also die kleinste Winkelgeschwindigkeit der Graden P'P". Ersetzen wir M durch 
a> 0 , so geht (3) über in 

(5) —%■ 

»r die U g . der P' -d P» „ n d deren i*- * 
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... *(»+0. Ä-=^-°; 

' ' ., 1 , ~ 1», co» (<p - *') 
r = r— sin (op — 4 ) , v = r ■ • 

Kind v ^ ' ' »ID 6 dtp 

Demnach ist für die anfängliche bezw. die dazu parallele Lage 

(?) '.'-±äli«»«". ^"-in^sina', + £ co. O <' - + i£ cos «' 

and für die dazu senkrechten Lagen 

(7 a) r 4 ' - ± cos t", r," — + ^ cos t>,' - + ^ sin r," - + ^ sin 
also 

(8) t- 0 ' — r,'o 0 , r 0 " — r,"» 0 , — — r 0 '«o l , v" — — r 0 "ov, v 0 'v 0 " -f- r/r/' = 0. 

Um Maxima und Minima von v' und v" zu ermitteln, haben wir von ihren in (6) gegebenen 
Werten die beiden ersten Differentialquotienten zu bilden. Die keine Schwierigkeiten bietende 
Rechnung ergiebt das Resultat, dafs v ein Maximum wird fßr 

(9) 9 , ä -(2n- r 6 '-Acotgd<0, r;'= 8i * d >0 
und ein Minimum fQr 

(9a) -(2« + + r/ — icotgd>0, r 4 " = -J^<0. 

Ebenso wird t>" ein Maximum fQr 

(10) ,, 6 «(2„-l)*-5", r s '-- B .^<0, r 5 " k cotg <J > 0 

und ein Minimum für 

(10a) «p s -(2n + i)*-5", r.'-^X), r s " = A cotg 6 < 0. 

Demnach erreicht v sein Maximum, wenn P'P" sich in der Lage P 6 'P C " (Fig. 2) befindet, 
sein Minimum in der Lage P/ P,"; v" erreicht sein Maximum in der Lage P 5 ' P 5 ", sein 
Minimum in der Lage P 3 'P S ". Für das Maximum betw. Minimum von v ergiebt sich 

o» ««- + ,-+«•>. - + *», k-i^;;, -± Vw- 

Der zugehörige Wert von v" verschwindet. Ebenso ist das Maximum bezw. Minimum von v" 

< i2 > * - ± w-'rain. - ± Vüäi£ - ± IC;,:.,- - ±1/?, 

wahrend der zugehörige Wert von t' «= 0 ist Die entsprechenden Werte der Winkel- 
geschwindigkeit von PP' sind 



o») — -s-;i/: r . -M- -.i/s-ii/^. 

also ist 

( 14 ) C M — ± «Mi = ± * os,s • 
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Ist v die Geschwindigkeit des Schwerpunktes, so ist 

(m' + m")V = m'V* + m" V* + 2m'm"v'v" cos d. 

Setzt man hierin aus (6) die Werte yon v und »" ein und ordnet nach Funktionen tou tp, 
so ergiebt sich 

(tri -f m") % v* . sin* d . 4 l <p — V<o* (A cos* 9 -f B sin* <p -f 2C sin 9 cos 9) , 
worin zur Abkürzung 

A ~ m' » cos* «" + m" * cos* t - 2m' m" cos d cos «' cos 
B = m'« sin» 5" + m"* sin* «' + 2m' m" cos d sin s sin 
<? tri* sin s" cos s" + m"» sin <' cos s - mm" cos d sin («' - «") 

gesetzt ist. 

Mit Rücksicht auf die Relation tri sin 2«" = m"sin 2 t ergiebt sich nach einiger Rechnung 
A = trim" sin* d cotg e cotg B = mm" sin* d tg e tg C -= 0 . 
Also wird, wenn wir noch tg e ig t" durch 1 — x* ersetzen und m" durch tri ausdrücken, 



(15) „ = dV-'y- '' 7- V = D l/-> - ** -, '7"'. , 

v y K 1 - «* siu» 9 f 1 — »' »in- tp ' 

worin zur Abkürzung 

( 16 > * - * + V VOT^Wi'^ <" - ^0 ffii?^^ 

gesetzt ist. Man sieht, dass t; seinen größten Wert für tp — n», seinen kleinsten für 9 = (»i + ^) ä 
erreicht. Ist t 0 das Maximum, t\ das Minimum von t-, so ist 

(17) *-D, r, = 2)y/l-^- w /;V> /w77 » ;7 - 

D ist also die Geschwindigkeit des Schwerpunkts in der Anfangslage, und demzufolge aus (15) 

In der anfänglichen und der dazu parallelen Lage hat also der Schwerpunkt die größte 
Geschwindigkeit, die Grade FT" die kleinste Winkelgeschwindigkeit, in den dazu senkrechten 
Lagen hat der Schwerpunkt die kleinste Geschwindigkeit, die Grade f P" die gröfste Winkel- 
geschwindigkeit; außerdem sind die Geschwindigkeiten des Schwerpunkts in diesen vier Lagen 
den betreffenden Winkelgeschwindigkeiten umgekehrt proportional, denn aus (17) und (4) folgt 



«o«'o ="-'1 °t, r c :t « 



1 1 



r, ««), ' ' » " • " " ' «■>„», 

Nach der Bezeichnung von Legendre erhalten wir aus (1) und (4) 



Führen wir nun die Jacobische Normalform ein, setzen also 

% 

(19) J «p-am« 
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and demgemäß» 

w 

o 

so erhalten wir 

(20) + 
worin 

ä' 

z w = a (i - 8m a + r-7 8m x + rfr« 8111 r + • • 

ist, wenn K und if die vollständigen Integrale der ersten Gattung mit den Moduln x und x 
bezeichnen, sowie E das vollständige Integral der zweiten Gattung. Führen wir endlich noch 
die Jacobische Funktion 

0(w) = 1 - 2q cos * A " + 2q* cos ^ - 2 3 » cos + ■ • • 
und deren Derivierte 

( M ) "= x \ ? 8IU k' ~ 22 8m "X" + 3 2 8m ~jt j 

ein, so erhalten wir 

Wird fürs erste die Zeit bis zu der Lage gerechnet, in der das System den vierten 
Teil eines Umlaufs beendet, so ist <p = «, « = K zu setzen; dadurch wird 

1 «» 

Allgemein ist die Zeit, welche das System braucht, um von der Anfangslage aus n Viertel- 
umlaufe zu machen, -= n denn setzt man in (16) <p = n *» also « = nÄ", so wird 

©'(«) = 0, also / = « E . 

0(n) und 0» »in«! periodisch für den Index 2K f also für 9 — x. Bezeichnet man 
nun die Zeit, die das System braucht, um von der Anfangslage aus einen halben Umlauf zu 
machen, mit T, so ist 

(22) T-2~, 
also wenn man in (21) to 0 durch T ersetzt, 



(23) t „ JL u _. I_ . «'<«) 

Macht nun das System von irgend einer Lage aus einen halben Umlauf, so wachst <p um x, 
also w um 2Ä" und es wird 
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also 

Hieraus ist ersichtlich, dafs das System von jeder Lage aus dieselbe Zeit T braucht, um einen 
halben Umlauf zu vollenden. 

Spezialfall 8 — 90°. Da e + s" - 90° wird, so geht (37) über in (m—m") sin 2e= 0, 
eine Gleichung, der s = 0, e" — 90° und e = 90°, e" = 0 genügt. Nehmen wir die letzteren 
Werte, so wird aus (36) F — m' — (m — in") sin* <p, also geht (35) über iu 

x* uad üf (41) haben also die einfachen Werte 




Wird aufserdem noch m = m", so verwandelt sich (36) in P-=m, und e und e" 
lasse« sich nicht bestimmen, d. h. jede beliebige Lage kann als Anfangslage angesehen werden. 
Das Integral (35) hört auf elliptisch au sein; Winkelgeschwindigkeit und Geschwindigkeit des 
Sehwerpunkta werden konstant, wie sich leicht vorhersehen lieft. 



§ 7. 

Bewegung für den Fall, daß m = m" nnd d = 90° ist. 
Setzen wir m statt m und m", so ist nach § 5 (42) 



(1) 



wonu 

T\ - Fi 

(2) * V, 



ist. Die Bewegung wird von der stabilen Gleichgewichtslage an gerechnet, welche bestimmt 
ist durch die Gleichungen § 2 (16a), die sich in diesem Falle tu 

(3) tg»'-cotgd" = 



cos « 



vereinfachen. Da wir allgemein m cos a > m" cos o" angenommen haben, so ist für unsern 
Fall «'<«", also *'<45°, d">45° Aus (1) folgt 



(4, 0 _J|_ ± i 1 /SiV,_,.»n.l*- 



I 
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Der Schwerpunkt beschreibt im vorliegenden Falle einen Kreis; ist nun in Fig. 6 A dessen 
Mittelpunkt, so ist sein tiefster Punkt 5, die stabile und sein höchster S t die labile Gleich- 
gewichtslage des Schwerpunkts. Da derselbe 
in der Mitte zwischen beiden Masseupunkten 
liegt, so ist 

5, A- Ä\ P, W, Pf-HA = SP = ST"—« 1 1, 

wenn S der Schwerpuukt in einer beliebigen 
Lage ist Es ergiebt sich leicht, dass 

■ZSASi-* 

ist, d. h. die Winkelgeschwindigkeit der 

Graden P' P' ist hier dieselbe wie die des 

Schwerpunktes. Daraus folgt für die Ge- 
schwindigkeit des Schwerpunkts 




(5) , = ^ W = +]/;; i |/l-x'sin'^. 



Die Geschwindigkeit des Schwerpunkts 
und die Winkelgeschwindigkeit sind also stets 
proportional. Im Falle des § 6 existierte 
eine so einfache Beziehung zwischen v und a> 
Pi g «. nicht, nur für vier gewisse Lagen waren sie 

umgekehrt proportional. 
Für die Lage der beiden Punkte P' und P" und ihre Geschwindigkeiten ergiebt sich 
aus § 4, (23) und (24) 




(6) 



r - X sin - X cos (*'-*), r"= X sin (fr'- *) - X cos (fr" + 

Für die stabile Gleichgewichtslage (^=»0) ist also 

fr,' -A cos fr', r/'-Zcosfr", mi - ± iy£ t «i-±l/£, 
( 7 ) , _ 

(•/ - ± cos fr" = 2t-, cos fr", Vt " - =F cos fr' = _ 2Vj cos fr', £ - - tg fr'. 

Man kann demnach anstatt (4) und (5) schreiben 

(B) a^a^l — x» sin 1 ^, r = r, "[/ 1 - x* sin* ^ • 

Die Bedingung für die drei Fälle der Bewegung ist F s >0, also nach (2) dieselbe 
läfet sich leicht in eine andere Form bringen, denn nach § 2 (18a) ist 



F. — V ^amix — r — ^"»r/cos«' Spmr," cos o 



!0iw r, cos er 
cos"»" » 
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aus (7) aber folgt 

tr o » 

8 co*»>' 2coW" 



also wird aas (2) 

i — * t ) 4iyr,' co» tt' 4?«'," cos , 



(9) x ! « g( *'~ X '> 



oder da 

r i' — - , 

ist, 



L* — r, , r« = — r, 



/q n , x .) = 8 <?( r i' — O co 9 «• _ ig(r"-r t ")coBa^ 

V ; * - - r ,. t ( ,., 

oder wegen § 1, (3) 

(9b) x * = - 1 - 2 f '0 _ **(*./:, o . 

Das Kriterium für die drei Fälle der Bewegung ist also in den Formeln 

\ \ \ 

enthalten, d. h. „das System macht entweder vollständige Umläufe oder kommt (nach 
anendlich langer Zeit) in der labilen Gleichgewichtslage zu dauernder oder in 
zwei verschiedenen Lagen zu momentaner Ruhe, je nachdem die Geschwindigkeit 
des einen Massenpunkts in der stabilen Gleichgewichtslage, ohne Rücksicht auf 
die Richtung, gröfser, ebenso grofs oder kleiner ist, als die Geschwindigkeit, die 
der andere erlangen würde, wenn er den Höhenunterschied zwischen seinen beiden 
Gleichgewichtslagen frei durchfiele" oder „je nachdem die Geschwindigkeit des 
Schwerpunkts in der stabilen Gleichgewichtslage gröfser, ebenso grofs oder 
kleiner ist als die Geschwindigkeit, die er erlangen würde, wenn er den halben 
Höhenunterschied zwischen seinen beiden Gleichgewichtslagen frei durchfiele". 
Diese drei Fälle sollen im Folgenden untersucht werden. 

L 

V t >0, x»<l, v l '*>2g(z l "-z t "), v>"' >29(*i' -*,"), V >*(*.-*.). 
Da x' ein positiver echter Bruch ist, so ist der Radikand in (4) stets positiv, der 
Winkel $ wächst also wie in § 6 mit wachsendem t, d. b. o ist stets positiv, also 

(10) •-5J-« 1 |/l-'«».in»^, H J V " JT" " 

Den gröfsten Wert <o l erreicht o für ^«=2n«, d. h. in der stabilen Gleichgewichtslage, den 
kleinsten tc t für 1> =- (2n -f 1)jt, d. h. in der labilen Gleichgewichtslage, und zwar ist 

»o») „ - „, Vl - _ y»7- ± v s -V^Y^ -V°r - -V'?,- 

Die Winkelgeschwindigkeit hat also in diesem Falle bei jedem Umlauf nur ein Maximum und 
ein Minimum, während sie in § 6 deren je zwei besafs. 

Die Geschwindigkeit des Schwerpunkts ist der Winkelgeschwindigkeit proportional, 

sie erreicht ihren gröfsten Wert v, — * n ^ er "^bilen un( * ihren kleinsten 
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— lo- 
ci i) - Vl Vi - 2 -Vv>- 9 (*, - *) - = v^r^f 

in der labilen Gleichgewichtslage. 

Von Interesse ist noch die Fallgeschwindigkeit des Schwerpunkts, d. h. die vertikale 
Komponente von v\ ist dieselbe p, so ist allgemein 

mVcogg' -f m" f " cot a " 
P = w' + w" """ ' 

also hier 

= ! (p'coso' + »" cosa"). 
Mit Rücksicht auf (6), (3), (5), (8) wird 

■ 

Um die ausgezeichneten Werte von p zu finden, differenzieren wir zwei Mal nach tf». Lassen 
wir beim zweiten Differcntialquotienteu das Glied, welches durch Einsetzung des einem aus- 
gezeichneten Werte von p entsprechenden Wertes von # von selbst verschwinden würde, von 
vornherein weg, so wird , 

dp r, cos a x r — 2(2 — x')co»^ — 3«'coä» v 

ä V> 4 co« V ~ l ~j— " » 

y 1 — x* «in* - 

d*p v,C09 tt' «it> tf> (2 — x' -f 3 x* cos V) 
d?» ~ 2COBÖ' ""' • 

Der erste Differentialquotient verschwindet für 

- * - *^>-^, cotg. !*-,H^,. +V. 

Aus der letzteren Gleichung sieht man, dafs nur das obere Vorzeichen einen reellen Wert für 
$ giebt; ist nun q\ der der Gleichung 

(13) cotg J = V7+ y\ + , cos ^ - r < 2 - *.*}_+ > - «V + s«' 

Sx a 

entsprechende spitze Winkel, so verschwindet g für * = 2«* + Setzt man diesen Wert 
in die zweite Derivierte ein, so findet man, dafs p ein Maximum für * - 2n* - und ein 
Minimum für * - 2«» + ^ wird; ist das erstere p u das letztere A , so wird 

< l4 > « + ^ «- * ]/l ^sia« j* 4 . 

Wächst x» von 0 bis 1, so wachst, wie aus (13) ersichtlich ist, cos ^ von 0 bis i, *, nimmt 
also ab yon 90° bis 70« 31' 43", 6. Aus den Formeln (9) bis (9b) g ,ht aber hervor, dafs x* 
um so kleiner wird, je gröfser Vu ^ 8ind> (1 . h< je Rr5fser die Geschwindigkeit des 

ganzen Systems in der stabilen Gleichgewichtslage ist, oder, bei gegebenem Werte dieser Ge- 
schwindigkeit, je mehr a und a" sich 90° nähern. Für a '=a"=90" ist x* = 0 * — 90' 
aber dann kann von einer vertikalen Geschwindigkeitskompononte nicht mehr die' Hede sein' 



i 
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da die Graden horizontal liegen. — Ziehen wir nun in Fig. 6 den Durchmesser S l S i und den 
dazu senkrechten 5,2?,, machen AD = \AS t = \\, ziehen durch D die zu B t B t parallele 
Sehne QC, und verbinden A mit C, und C„ so ist cos S^B^O, cos S^C, = J, der 

Schwerpunkt steigt also am schnellsten, wenn er sich in einem bestimmten Punkte zwischen 
B t und C x befindet, er fallt am schnellsten zwischen B t und C r Die Punkte des schnellsten 
Steigens und Fallens rücken um so näher an B l und B t heran, je gröTser bei gegebener 
Neigung der beiden Graden die Geschwindigkeit des Systems in der stabilen Gleichgewichtslage 
ist oder je mehr bei gegebenem Werte dieser Geschwindigkeit die Graden sich der horizontalen 
Lage nähern. 

Um den Verlauf der Werte Ton v und v" kennen zu lernen, differenzieren wir v 
und v" in (6) nach mit Rücksicht auf (8) und (5) wird 



(16) 
oder 
(15a) 



' dl = - 27- ( 2 ~ + *' co8 *) sin (*" + *) + *' 8in * 008 (*" + *)] . 
S = ~ 3'^ 2 (2 - x* + x> cos *) sin (»' - *) - x» sin * cos (*' - *)] 

«V = r,' »in 9 " 2 (1 ■•- »') a ;' — _Sk»> a.t* + — (4 -f x 1 ) o.r — 2 

a> v (*'+!)' ' 

4°!' = r . 1| "' n ^" .«{l- «** + (* - 6**) * 5 + IVax» -f (4 -f *') x — 2a 



worin zar Abkürzung x = tg ^ V, a =• tg t>' = cotg 0" gesetzt ist; t>' und v" erhalten also ihre 
ausgezeichneten Werte, wenn 

f lß v (2(1— x s ) x* — (4 — üx r ) oi 3 + 4x* x» — (4 + x») ax — 2 =0 bezw. 
I 2 (1 - x*) «** + (4 - 5x s ) i J -f 4x*aa J + (4 4-x») x — 2a — 0 

ist Jede dieser Gleichungen hat unter allen Umständen eine positive und eine negative Wurzel; 
von der Natur der Koeffizienten hangt es ab, ob die beiden andern Wurzeln reell oder iinaginii 
sind. Die erste Gleichung enthält immer 2 imaginäre Wunsein, wenn 3(4— f>x , ) 8 a s — G4x !, (l— x»)<0 
ist, also z. B. für a — 0, d. h. »'=0, »"=-90°, a"— 90° (s.u.); ebenso hat die zweite 
Gleichung 2 imaginäre Wurzeln, wenn 3 (4 — ox*)* — 64 x s (1 — x 1 ) a* < 0 ist. 

In dem speziellen Falle, dafs eine der beiden Graden horizontal liegt, reduzieren sich 
die Gleichungen (16) auf quadratische. Da für diesen Paragraphen a" :> a ist, so können wir 
nur a" «=» 90° annehmen; dann wird nach (3) 9'= 0, 90°, d. h. die stabile Gleichgewichts- 

lage ist (Fig. 7, siehe Seite 12), die labile AP,', der Punkt P" fallt in beiden Lagen mit 
A zusammeu. Aus (6), (10) und (5) ergiebt sich 

(17) v '~ - 2 17, sin - x* «in* i * , v" 2r, cos *]/l - x* sin» i 

Vergleichen wir den Wert von v mit dem von p in (12), so sehen wir, dafs beide abgesehen 
von dem konstanten Faktor vollständig übereinstimmen, demnach erlangt v sein Maximum für 
# ■= 2nx — Vi und sein Minimum für i> — 2«x -f- worin durch (13) bestimmt ist Ist 
das Maximum r 3 ', das Minimum t/, so ist 

(18) t?«,* «= -f 2i', sin q[>, [/ 1 — x* siD s i ^, . 
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Beiden Werten entspricht ein und derselbe Wert von v", nämlich 
(18a) «V — - a r, cos * t j/l - x« sin 1 ^ «>, , 

d. h. der Punkt P" bewegt sich in beiden Lagen nach derselben Richtung. 



1- 



1 



Flg. 7. 



Durch Differentiation von v" nach V erhalten wir dieselbe Gleichung, die wir aus (15) 
und (15a) erhalten, wenn wir in denselben fr" = 90°, « = 0 setzen, nämlich 

rf.«_r, «♦(4-«.« + s.'c«tf_r 1 ■»■ ♦[(« + O eo. « ^» + (4- 6.«) .«i'l»] 



2 j/i—wj 

Demnach hat v" seine vier ausgezeichneten Werte für 

# — 2nx, ♦-(2n+l)* und tg ^ - oder C08 „>__*^ 



— 2x' 



Der zweite Differentialquotient wird mit Weglassung des von selbst verschwindenden Gliedes 



r, co« V (4 — 2*' -f 3x»cob »f.) — 3x» sin" V» 
2 ' 



|/l -x« ain'i r 



Für ^ = 2njr wird j^- = *' (4 -+- x 1 ), d. h. in der stabilen Gleichgewichtslage wird v" = — 2t\ 
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ein Minimum. Für 4> — (2n + 1) *, d. k die labile Gleichgewichtslage, wird ~ — • * , 
man hat also drei Fälle zu unterscheiden: Ist a) x* <* so wird v" ein Maximum = -f 2v l Y\ - x 1 , 
ist b) x ! > - , so hat v" ein Minimum von derselben Gröfse, ist endlich c) x° = - , so Ter» 
schwindet die zweite Derivierte und es müssen daher für diesen Fall die dritte und vierte 
Derivierte zu Rate gezogen werden, nun ist aber für x* = - 

dv" 6t>, ein * (1 -f co« 1/r) d^tT 6r, (1 -f co» y) (8 cos 1 y» + * co» * — *) 

— $ • vimik? > p = 9 cosS * + 34 C08 ' * + 40 008 * + 12 ' 

^ ^ (3 + « co, » ) (es, ■ P-Min » -ff ) +^sin» , ■ P 

<*>* = VE V(S+icoBS>y 
Da für t^ — (2» + l)» die dritte Derivierte verschwindet und die vierte negativ wird, so 
wird in der labilen Gleichgewichtslage v" ein Maximum, wie für x* < Ä ; dasselbe ist — -^J • - 
Aber aufser für die beiden Gleichgewichtslagen existieren noch ausgezeichnete Werte von v" ftlr 

,jl , fix 1 -4 
COS* j-i-, COtg 1 -*-^^, 

jedoch kann dieser Gleichung nur dann ein reeller Wert von * entsprechen, wenn x» > 5 ist; 
ist nun */>' der durch die Gleichung 

4-2*» . a l 6x»— 4 

(19) cos* , tg« $ * = » 3 + 4 

bestimmte spitze Winkel, so erlangt t>" für * =■ (2n + l)» + seinen Maximalwert 

Für x» = - wird cos * 1, dieses Maximum fallt also mit dem in der labilen Gleich- 

5 

gewichtslage zusammen. 

Die gewonnenen Resultate lassen sich durch folgendes Schema übersichtlich darstellen: 



* = 0 

*~ 180° — t>> 

* = 180° 
«, 180» + t>« 

* = 360 
Setzen wir in (10) 
(20) 



»■<; 

Min. »"= — 2», 



Min. t"— — 2r, 



Max. t' = + 2f,yi 
Min. t/'=-2t<, 




Min. b" 2p, 

Max. r"- + j5v'6 (2-xV 
Min. v"= + 2r, — *» 
Max. v'~ + l?yn2~- 
Min. t>"=» — 2r, 
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und integrieren von <p = 0 bis <p = <p, «o erhalten wir die Normalform des elliptischen Integral« 
der ersten Gattung 



. _ 2 /'_ d<j> ^_ l'dqt 



(21) ■ 

Setzen wir ferner 

t 



so ist 



und 



. 2 u a.t 



(23) ♦ — 2am"^- 

Durch diese Gleichung ist der Winkel # als Funktion der Zeit t gegeben, demnach lassen Bich 
aus (6) auch r und r" für jeden Zeitpunkt berechnen. Für Winkelgeschwindigkeit und Ge- 
schwindigkeit des Schwerpunkts folgt aus (10) und (5) 

„»,/ 



o) = u^d am 2 



und für die Fallgeschwindigkeit des Schwerpunkts aus (12) 

/.lr\ 2 tf, COS Cr' . W.t CO. t . «0. t 

(25) p ^ & . sin am cos am ^ am - J • 

Die Zeit, die das System braucht, um von der stabilen in die labile Gleichgewichtslage 
(V- _ x , <p = i«) zu gelangen, ist dieselbe, wie diejenige, die es braucht, um von der letzteren 
in die erstere zurück zu fallen, nämlich = -~-K, worin K das vollständige elliptische Integral 

der ersten Gattung bedeutet, demnach betragt die Umlaufszeit von der stabilen Gleichgewichts- 
lage aus 

(26) T-* iK - 

CO, 

Setzen wir den hieraus folgenden Wert von o l in (23), (24 \ (25) ein, so erhalten wir 

(27) 



2r, co»o' . 2A", 2/f »A' 

* ^T*'~ 8U1 am cos ara ."t.Jam *t. 

Wächst bei der Bewegung von irgend einem Punkt aus die Zeit t um T, so wächst das 
Argument der Funktionen um 2K, also am ~ T t um a, der Winkel <r nimmt also um 2« zu, 
während ©, r, j) sowie v und t" wieder dieselben Werte erlangen. Die Zeit, die das System 
braucht, um von einer beliebigen Lage aus in dieselbe zurückzukehren, ist also stets dieselbe, 
und zwar — T (20). 
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F s = 0, *'=1, r/'- 2,(^-0, r,"»- 2* (*.'-*.'), V - f (*, - *,)• 
In diesem Falle wird 

(28) (3= ©,005^, V — v, cos ^i>. 

Beide erreichen ihr Maximum », und t?, in der stabilen und ihr Minimum 0 in der labilen 
Gleichgewichtslage, jedoch findet letzteres nach Obigem (§ 4) erat nach unendlich langer Zeit 
statt Der Sinn der Bewegung ist von i> = — ar bis V = * derselbe. Die Fallgeschwindigkeit 
des Schwerpunkts ist nach (12) 

Coo\ *, cos a . , 1 . 

(29) p = — > c - t ^ sin 1> cos -tf; 

dieselbe wird am gröfsten für qt- = — arc. cos ~ und am kleinsten für 4< =» arc. cos ~, der Schwer- 
punkt füllt also am schnellsten in C\, er steigt am schnellsten in C\ (Fig. 6), die betreffenden 
Fallgeschwindigkeiten sind 

<*» - ± ^ • - * * - * : i^W 

Die Gleichungen (15 a) gehen über in 

^ = r, sin &" ( a sin s ' ^ -f- 4 sin* * ^ cos ^ - 5a sin ^ ^ cos* * i> — 2 cos 3 ^ , 
^' - i-, sin 0" (- sin 3 \n> + 4a sin» J * cos 1 * + 5 sin \ * cos* * 4> - 2o cos 3 J 4>) • 
Demnach erhalten t>' und v" ihre ausgezeichneten Werte, wenn die Gleichungen 
tg a J * + 4 cotg »' tg 2 ~ V — 5 tg ^ V — 2 cotg d' = 0 bezw. 
tg 3 i * - 4 cotg »" tg* | * - 5 tg \i> + 2 cotg 0 

erfüllt sind. Beide Gleichungen ergeben drei reelle Werte für tg ^ und zwar siud, abgesehen 

von dem Iudex von », die Werte für die zweite gleich denen für die erste mit entgegen- 
gesetzten Vorzeichen; v und v" haben also drei ausgezeichnete Werte. Die Wurzeln der beiden 
Gleichungen (32) sind 

tg \* * cotg »' - \ Vi» +16 cotg* »' ■ cos + und 

tg i i, = + J cotg »" +\yiö +Tö"cot^>" • cos ***+- n , 
worin n = 0, 1, 2 zu setzen ist und die Winkel t}' und tj" durch die Gleichungen 

(33a) cos = — - — b - s , cos t} = - a 

(16 + 15 tg' ©V (16 + 15 tg 5 &")* 

bestimmt werden. Wir wollen die Rechnung für den Fnll, dafs beide Graden mit der Vertikalen 
denselben Winkel bilden, durch führen. Für a = a" ist 45°, also sind die Wurzeln 

der beiden Gleichungen (32), wenn das obere Zeichen sich auf die erste, das untere auf die 
zweite Gleichung bezieht, 



(32) 



(33) 
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ükt^ + lfc+VÜ-™^ 11 ), co *1~^> f~ 42° 37' 29^,84. 

Wird ii der Reibe nach = 0, 1, 2 gesetzt, so ergeben sieb für ^ die Werte 

+ 157" 4L 24Tj +102° 53' 44", + 35° 49' 141 

Die den oberen Zeichen zugehörigen ausgezeichneten Werte von v sind der Reihe nach 

- 0, 14937 ir, , - 1,05585 t„ -f- 1,87871 t>, , 

und ihnen entsprechen folgende Werte von v" 

+ 0,36835 v u — 0, 66245 t>, , - 0,30359 v v 

Die den unteren Zeichen zugehörigen ausgezeichneten Werte von v" sind gleich den obigen 
für v mit entgegengesetztem Zeichen, während die entsprechenden Werte von v den obigen 
für v" , ebenfalls mit verändertem Vorzeichen, gleich sind. 

In dem Spezialfall o"— 90", also d'—O, O"=90° geht (17} Ober in 

r'- 

woraus 



2v, sin i> cos ^ f"— — 2v, cos ^ cos \ 



= v t cos \ ± j> ( 1 — 3 cos j>), 



rfV 



(Iii' 



t\ sin - ip {2 -f- 3 cos 



d^ = l v ' sin a * ( 5 + Q 009 *)» " i v « cos (9 cos ^ - 4J. 
Demnach wird v ein Maximum fQr # = » und ^ — — arc. cos ~ = — 70° 3 1' 43", 6 , ein 
Minimum für V = arc cos ^ = 70° 31' 43", 6; v" wird ein Minimum für ip = 0, ein Maximum 

für ^ = + (n — arc. cos ~) — + 131° 49' TL Es entsprechen einander folgende Werte von 
r, r , f, v , v: 



* = 



r' = 



- 131° 49' TL 


-U 






+ (Mas.) 


■■■vi 


- 90° 


+ 0 




+^ 




-vi 


- 70° 31' 43", ß 


+ ii 

J — 


+ !^ 


+ (Max.) 


— Vs 


-vi 


0» 


+' 


±0 


+ o 


-.-,l/f(Mta.) 


r, (Max.) 


+ 70° 31' 43 ", 6 


+ i' 




- Y'* (Sita.) 


—vi 


-VI 


+ 90° 




— ;. 


—vT; 


■+« 


- vi 


+ 131° 49' TL 










- Kl 


+ 180° 




— 0 


— 0 (Max.) 


+ 0 


0 
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Macht man in Fig. 7 

AP 3 ' = ll, AP;-\l, P t 'P s "-.P i 'P a "-P ! ;P b "-.P b 'P 6 "~AP;'-AIY~l, 

so hat v" sein Maximum in P s "; nachdem dann das System die Lage AP 4 " paRsiert hat, wird 
v am gröfsten in P 6 ', sodann erhält v" seiu Minimum (absolutes Maximum) — 2i>, in A, v sein 
Minimum (absolutes Maximum) wieder in P 5 ', endlich v" sein Maximum in P 8 ". 

Für die Zeit, die da« System braucht, um von der stabilen Gleichgewichtslage in irgend 
eine andere Lage zu gelangen, ist 

v 



0 

ein Ausdruck, der für i> = x, die labile Gleichgewichtslage, unendlich grofs wird. 
Hieraus läfat sich umgekehrt V als Funktion von t ausdrücken; es wird 



' 1 1 , 



und hieraus 



t- -fi « l +« 



1 , e «'.' _ 1 e s - « * 



Demnach erhalten wir für Winkelgeschwindigkeit und Geschwindigkeit des Schwerpunkts 

Die Fallgeschwindigkeit des Schwerpunkts wird nach (2'J) 

8r, co» a e — e 

Die Lage der Punkte P' und P" und deren Geschwindigkeiten sind durch (6) bestimmt 

III. 

r,<0, **>1, iV»< 2-7 (*/'-*/'), «',"*< 2tf(*i'-*/)> V<^(*i -'.O- 
Setzen wir 

1 r'* «"i"' r i' 

( 35 ) 8in> * = 2^ l -''-^7'j 2^W - V) ~* ff 

so geht die Gleichung (4) über in 
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Die Winkelgeschwindigkeit erreicht ihren gröfsten absoluten Wert »j in der Gleichgewichtslage. 
Lassen wir die Bewegung von dieser Lage an in dem oben festgesetzten Sinne beginnen, 
nehmen also to l positiv an, so ist 

(36) *- + W*-£> 

also _____ 

1/ sin* - ^ 

(37) --i?-±-.Ki--a_V- 

Die Winkelgeschwindigkeit ist zuerst positiv und verschwindet für ^ = 2t; in dieser Lage 
nimmt das System entgegengesetzte Bewegungsrichtung an, passiert die Gleichgewichtslage mit 
der Winkelgeschwindigkeit — kommt für $ = — 2e wieder momentan zur Ruhe, nimmt 
abermals die ursprüngliche Bewegungsrichtung an und passiert die Gleichgewichtslage mit der 
Geschwindigkeit Es macht also Oscillationen, bei denen der Winkel ^ zwischen -j- 2t 

und — 2t liegt. Die Punkte, in welchen der Sinn der Bewegung sich ändert, sind durch die 
Gleichungen 

ri >4 - A sin (?" + 2t) = A cos (*' + 2t), ^ - A sin (& + 2s) — « A cos (*" ± 2t) 
bestimmt. Der Winkel t hängt nur von x ab, je gröfser x wird, desto kleiner wird t; dem- 
nach entfernt sich der Schwerpunkt des Systems, und damit das ganze System, desto weniger 
von seiner Gleichgewichtslage, je kleiner die Geschwindigkeit des Systems in der Gleich- 
gewichtslage ist 

Die Geschwindigkeit des Schwerpunkts ist der Winkelgeschwindigkeit proportional, 
erreicht also ihren gröfsten Wert v, — » ^ Ao^ in der Gleichgewichtslage und verschwindet für 
$ = 2t, von da an müssen wir sie dann negativ rechnen bis V = — 2t, wo sie wieder durch 
Null hindurch ins Positive übergeht. Die Fallgeschwindigkeit p des Schwerpunkts (12) hat aus» 

gezeichnete Werte für cotg'j^ — ■ x* + y_ — x* + x* • Da nun x s > 1 ist, so sind beide Werte 

positiv, es ergeben sich also scheinbar vier Werte für V, da jedoch ^ 1> zwischen -f e und — t 

Hegt, so ist cotg* i ^ — cotg* t > 0, nun ist cotg* t x* — 1, also 

co tg« i n, - C otg s t = 1 + Vi - x 1 + x* , 

und hieraus ersieht man, data nur das obere Vorzeichen brauchbar ist. Die vertikale Geschwindig- 
keit des Schwerpunkts ist demnach, wenn wir von der Richtung nach oben oder unten absehen, 
am gröfsten für V — ± worin ^ durch (13) bestimmt ist; der zugehörige Wert von p ist 

durch (14) gegeben. Der Wert von cos ^, wächst von i bis 1, d. h. V, nimmt ab von 

70° 31' 43", 6 bis 0, wenn x* von 1 bis oo wuchst Die vertikale Geschwindigkeit des Schwer- 
punkts ist also am gröfsten in einem Punkte zwischen und £7, bezw. 5 t und C 2 (Fig. 6) 
und zwar liegt dieser Punkt um so tiefer, je geringer die Geschwindigkeit des Systems in der 
Gleichgewichtslage ist. 

Zu Ermittelung der besonderen Werte von v und v" dienen die Rechnungen auf Seite 11 
bis 13. In dem Spezialfall «" — 90° hat v seinen gröfsten absoluten Wert (18) für ^«Jh^, 
(13). Ebenso wie oben erlangt v" sein Minimum bezw. Maximum + 2«, — » + Ata, für ^ = 0, 



Digitized by Google 



- 19 - 

dagegen entspricht dem Winkel * = + it kein Wert von v", da das System diese Lage nicht 
erreicht. Einen zweiten ausgezeichneten Wert erhält v" für cotg* — 5 J| ~ 4 , da jedoch 
cotg* - * > cotg* c sein mufs und 

.,1, . » 6x' — 4 ... 
cotg 1 i * — cotg* * = - % r+ A - - f + 1 — x 1 K , + 4 

nur dann positiv ist, wenn x* < 2, also 2s > 90° ist, so folgt, dafs nur unter dieser Bedingung, 
d. h. wenn der Schwerpunkt über die Punkte S, und 5 4 (Fig. 7) hinaus steigt, v" für 

cotg 1 5 ^ = 4 ausgezeichnete Werte haben kann, deren Grösse «= + ~, yß(2 — x*) 5 ist. 
Da in diesem Falle stets cotg* \ * < 1 ist, so ist * > 90°. Für den Grenzfall x* - 2, 2f -90° 
wird cotg 1 !* — 1, also * — 90 rt , und für diesen Wert wird v" *=0. Wird endlich x*> 2, 

d. h. bleibt der Schwerpunkt stets unterhalb der Punkte S, und S 4 (Fig. 7), so hat v" nur 
för * = 0 die ausgezeichneten Werte -jz2i\. 

Führen wir in die Gleichung (37) die neue Variable 9 durch die Gleichung 

(38) sin * ip = sin t sin 9 
ein, so wird einerseits 

(39) to — £y = o, cos 9 
und andererseits 

(40) jf =--^ f >/l- 3 iü^^. 

Wächst nun 9 von 0 bis J ä, so wächbt * von 0 bis 2f, dagegen nimmt 0 von 0», bis 0 ab; 
wächst 9 von g a bis it, so nimmt * von 2« bis 0 und a von 0 bis — Oj ab; wächst 93 von * bis 
5 x, so nimmt * weiter ab von 0 bis — 2e, wogegen a von — «, bis 0 zunimmt; wächst 
endlich 9 von - x bis 2s, so wächst tp von — 2« bis 0 und cd von 0 bis ©, und das System 

ist wieder in der Gleichgewichtslage. Während also 9 ununterbrochen wächst, bewegt sich * 
zwischen den Werten -f 2 t und — 2t. Integrieren wir (40) von 0 an, weil für * — 0 auch 
9 = 0 ist, so erhalten wir das elliptische Integral der ersten Gattung 

v * 

. 2 sin t /' dtp _ 2sin* r dtp 

dessen Modul — sin « ist. Setzen wir 

(42) 
also 

9 = am m, 
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so ist 

also 

(43) 



2 «in r 
t — «, 



V 



am 



2 sin t 



Demnach ist q> und damit vermöge der Gleichungen (38) und (39) auch $ und o als Funktion 
der Zeit t gegeben. Aus den Gleichungen (6) folgen dann die Werte von r', r", v, v" für jeden 
beliebigen Zeitpunkt. Aus 5 ergiebt sich der Wert von v und aus (12) der von p. Es wird 



(44) 



sin 



- -> fin t sin tp 



sin e • sin am 



2 tön« : 



CO, t 

a.t 

. cos o) = v. cos am r— — , 

1 co« er' . 8 p. cos «' . 
P 2 co* »■ ■ M 8111 * coTT - 8111 6 8m V C0S ^ J f>- 



a = o, cos tp = »t cos am 



Die Zeit, die das System braucht, um von der Gleichgewichtslage in die erste Ruhelage zu 
gelangen, ist dieselbe, die es braucht, um von der letzteren in die erstere zurückzufallen, und 
ebenso grofs ist die von der Gleichgewichtslage bis zur zweiten Ruhelage erforderliche Zeit. 
Ist T die Schwingungstlauer des Systems, d. h. die Zeit, die es braucht, um von einer Ruhe- 
lage zur andern zu gelangen, und K das vollständige elliptische Integral der ersten Gattung, 
so ergiebt sich aus (41) 

(45) y _!_■!££. * 

' CD, ' 

demnach kann man (43) und (44) auch schreiben [vergl. (27)] 

initf = sinf sin am © = tu. coa am 

(46) 



tp = am t, 

2 1\ cos et' . 2K. iK , 2K 

p = co« 9' ' sm * * 8in am r cos am r * ' J am x 



r l > 



v — », cos am ^ t, 



Wächst bei der Bewegung von irgend einem Punkt aus die Zeit t um T, so wächst das 
Argument um 2K, die Amplitude tp also um ». Demnach gehen 1>, © und v in — u>, - ©, 
- t; über, während p wieder denselben Wert erreicht Wächst f uni 2T 7 , so wächst tp um 2», 
während alle andern Grüften wieder dieselben Werte erhalten. Die Zeit, die das System 
braucht, um von einer beliebigen Lage aus in dieselbe zurückzukehren, ist also stets dieselbe 
und zwar = 2T, während sie in Fall I gleich T war. 



m 

vi" 



§ 8. 

Bewegung fttr den Fall, dals 

cw«;; <cos«'— cos«" cm *) rv l + r t \t * m 9' ab*" 

c M «'(cm«"-com'cos«)' 'k,-K,J S cöTä 



ist 



Die Winkel d* und 9" sind durch § 5 (49a-c) bestimmt Da in diesem Falle das 
System vollständ.ge Umläufe macht, so behält wie in § 6 die Winkelgeschwindigkeit steta 



dasselbe Zeichen, es ist also nach § 5 (45) 



Digitized by Google 



- 21 - 



(1) 

worin zur Abkürzung 

(2) 



dt ^ 



M 

«'cos* - *> 



gesetzt ist; da V l > F, >0 ist, so ist x* stets ein positiver echter Bruch- Mit Benützung der 
in § 5 IV, 2a gefundenen Werte von V x und V, erhalten wir 



^ v 



«in #" ~ 1 + > 1 - cotg tf' cotg 



Setzen wir nun noch 
(3) 

so wird 

31 



(4) 



coe S 

sin* e = cotg »' cotg 9", 
l-tg»J. f «-tgi. f 

C08* - * 



cns f 



2glm' cos o' 
x' cos 



x* cos &" 



- «7A cotg i . ]/^ 

== V l tg jj « , fi = Ym m" • sin d sin «, 

1 i / a »io Ö i /cos «' cos a" 
~~ 1 1/ -— i - K """co» f"~ 

CO* - t * 



co* a co» et 

CO» Ö 



Die Winkelgeschwindigkeit (1) erhält ihren gröfsten Wert in der stabilen und ihren kleinsten 
w t in der labilen Gleichgewichtslage, und zwar wird 

(5) o), = — M t — M cotg \ e, co s — ü/; 

V 1 — x* * 

es ist also o>, = ©, tg £ t = w, ^1 — x*=ta, wie in § 7, eine Besiehung, die nur für 

v = 0, also m' sin 20'" ™ m" sin 2fr' auftritt. Auch erreicht m nur unter dieser Bedingung 
in den beiden Gleichgewichtslagen seine beiden ausgezeichneten Werte, wie sich aus der 
Gleichung § 4 (2b) leicht ableiten läfst; denn wenn man dieselbe nach V differenziert, den 
Differentialquotienten verschwinden läfst und in der entstehenden Gleichung ^ 0 oder 180° 
setzt, so ergiebt sich die angegebene Bedingung. — Aus (l) und (5) folgt 

(6) a> - d * - 



dt 



V'- 



K* CO* r ^ 



Für die Lage der Punkte P' und P" und ihre Geschwindigkeiten folgt also nach § 4 (23) und (24) 
r - -JL S sin (»" + *), r« - ^ sin (»' - *), 



(?) 



cos (<►'* + V") 



ain <J 



«' CO»* s ? 



loo, 
»in 5 



co» (V '_— tf) 

"j/l — «* CO.» | ^ 
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Da hiernach 



COB 9" COtg - t 

" 'mäl 



cos»" 
'Uni' v * 



, co»d , . 1 



»' cotg - * 



c," A©, - s . niJ 



. CO»»' 



ist, so kann man statt (7) auch schreiben 



(7 a) 



so» (*" + 1» 



cos fr" 



_ cos <»'-» ) 

CO» d' 



1 / 1 ' CO» ©' , / 1 " 

j/l-x'co»'^ * ]/l-x»coe'i« 

Durch Differenzieren erhalten wir, wenn wir tg ^ — x setzen, 

dv r,' 2*« »in »" — (4 — x*)x s co« *" — (4 — 8 %*) x cot d" — 2 (1 — x*) »in 9" 

rt* ~ ~ 2~c^» fr" 4. x "') { l- »'» + ~ ' 

d £ = l >" »' + (4- x»)j» co» fr' + (4 - 3 x») x C08_^ - 2 (1 — x») »in fr' 

dj ~~ 2 co» fr' ' y {l 4.^7i~- 1l V+ Jf . ) »" 

Setzt man die Zähler gleich Null, so erhält man zwei Gleichungen vierten Grades, die aber 
nur je zwei reelle Werte för x ergeben, wie sich leicht zeigen läfst. Im Gegensatz zu § 7, 
in welchem unter Umstanden vier Lagen vorhanden waren, für welche v oder v" ausgezeichnete 
Werte annahm, giebt es hier nur je zwei solcher Lagen. 

Für die Geschwindigkeit des Schwerpunkts erhalten wir auf einem ähnlichen Wege 
wie in § 6 



(8) 



=w i - ,co,, ;- l 

V 1 — x'cob'-v 



worin 



(9) 



q = 1 — sin* f — cos» f (1 -f- sin* t) 



co» 9 coa (fr - fr't 
»iu' &- sin' *" ' 



7 im, Vm'i/i" KiDjfr'üintV 

(».' + m ) »in * ™ X ö ' »in d co» (#' - fr") 



ist. Bind t>, und r, die Geschwindigkeiten des Schwerpunkts in den beiden Gleichgewichts- 
lagen, so ist 



(10) 



t>, —Dsin* e cotg-« = Aw, 



r^Dsin^-A«,^*'^ 0 '' 



»1D i COS (fr' — fr")' 



CO» (fr' - fr") ' 



also ist auch wie für co, und a t 



v % = tg £ f — t'! — x* . 
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Demnach läfst sieb (8) auch schreiben 



(U) v — r>t8 - f ~\ / 1-gcoa'y v, -| / l-gco» 'i» 

1/ I — *' cos' - « 1/ 1 — X» cos - o 

Da v stets positiv ist, so differenzieren wir der Einfachheit halber nicht v, sondern v* 
und erhalten 



"dl' " - i D *' ( ** inV 'i xi. * - «'I C09 ' * - 2(2-x l )g cos * + x», 

d , „, , * co* * (l - «• ooi» i v) + 4cob« * tg« I t «ü» * 

- - 5 & • ~/~r , 1 T 



Die erste Derivierte verschwindet erstens für die stabile Gleichgewichtslage ^, — 2nx; in 
diesem Falle wird 

(%~i) t l & % ' q ~ ({ 8 _~ y q±% - & cos» t cotg» \ t (1 - 3 cos t - cos* £ + cos 3 f). 

Wenn wir von dem Falle x" — 0, f = 90° absehen, so wird diese Gröfse für drei Werte von 
cos « zu Null, von denen indessen nur einer zwischen 0 und 1 liegt, wahrend die beiden 
andern zwischen 2 und 3 bezw. — 1 und — 2 liegenden keinem reellen Werte von i ent- 
sprechen. Ist f, derjenige spitze Winkel, der der Gleichung 1 — 3 cos e — cos* f -f- cos 5 « = 0 
genügt, und x/ der entsprechende aus (4) folgende Wert von x 1 , so ist 

(12) cos *, = 0,31111, f, = 71° 52' 10", 3, x,* — 0,47466. 

So lange nun f zwischen 90° und also x* zwischen 0 und x/ liegt, ist (^r) < 0, also 

hat in diesem Fall v in der stabilen Gleichgewichtslage ein Maximum; liegt aber e zwischen 
«, und 0, x' zwischen x t * und 1, so besitzt v in derselben Lage ein Minimum; beide sind durch 
r, in (10) gegeben. — Für den Grenzfall x* 0, e = 90° werden diese Hechnungen überflüssig, 
deun da in diesem Falle auch q = 0 ist, so wird einfach v = D, v ist also konstant uud 
kann somit kein Maximum oder Minimum haben. Der andere Grenzfall x 8 = 1, f = 0 ist für 

diesen Paragraphen Uberhaupt ausgeschlossen, denn da x* «= - y - ? und nach § ö IV K, > 0 

ist, so ist x 2 < 1. 

Zweitens verschwindet die erste Derivierte von v* für die labile Gleichgewichtslage 
*t ™ (~ +1)*; für diesen Wert wird 

(?;'), - * »'^^ i + > o, 

also ha v in der labilen Gleichgewichtslage stets das Minimum t>, (10). 
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Drittens endlich verschwindet die erste Derivierte von v* für Z — 0, also 

1 / iinf \_ i l i/ coa »' co. o" 

(13) cos i> t - co - ^1 - - 1 ^_ j^",=J öoT* ~~ coT» K c^l»'— O 



Das positive Zeichen der Wurzelgröfse ist fortgelassen, da schon -— > 1 ist; aufserdem ist 

aber noch in untersuchen, ob in allen Fällen daa negative Zeichen für V» einen reellen Wert 
liefert. Da, wie man sieht, cos V« positiv ist, so muss 1 — cos % > 0 sein, es ist aber 



CO* 



1 — cos^j — 2sin -( - — 



ie — sin Vi + sin*» 



1 

8U1 - « 

2 



co» t Vi -j- »iu' t 



1 — 3 cos t — co» 1 f 4- co»' * 
co» t V» + «** • co. i * + »in | * Vi 



Dieser Ausdruck ist positiv, so lange e zwischen 0 und x* zwischen 1 und x,* liegt, also 
in demselben Falle, in welchem, wie obeu gezeigt ist, v in der stabilen Gleichgewichtslage das 
Minimum t>, erreicht Nur in diesem Falle kann also dem Winkel ty> ein ausgezeichneter 
Wert r 8 von v zugehören, und zwar wird, wie die zweite Derivierte für Z — 0 zeigt, t, ein 
Maximum; dasselbe tritt auf für ^-2»x + *,. Für den Grenzfall « — x 8 = %* wird 
cos = 1, also Vj ■= 2>ix, das Maximum r s füllt also mit dem Maximum t'! in der stabilen 
Gleichgewichtslage zusammen; liegt dagegen t zwischen c, und 90°, x* zwischen x,* und 0, so 
ist 1 — cos ^ s < 0, es existiert also kein reeller Wert von Vj- — Für v, ergiebt sich aus (8), 
(13) und (10) 



(14) t> s = 2Dcos 



- f K 1 + siu- « — sin t K 1 -f- 8> u * — »i I / ^ 

1/ »in* t cos* - * 



Was die Grofse von r,, t lf r 3 betrifft, so ist t? 3 > r t > r a , denn einerseits ist v t — r, Vi — x*<v it 
andererseits folgt aus (14) 

1 + "io* * B i n ' r ' — s ' n * V 1 + *i n * * 



^cosi — »in'» »in»^ »j 



-V 



1 t tos 1 



sin' t co»' i , 

(1 — 3 cos $ — CO»' ( -\- cos' *)' 



^ (l + sin' t ua 1 1 * + sin « Vi + *in' f ) 



»in»*co«*i» (l + ain'esin'if+.in» V» + «»"«) 
>0. 



2 \ ' t 

Man sieht aus dem Zähler, dafs das Maximum r, immer näher an t> t heranrückt, je mehr sich 
der Wert von « dem von *, (12) nähert, und dafs er für t — x s = x,* mit f, zusammenfällt, 
wie bereits oben auseinandergesetzt ist — Demnach stellt sich die Sache folgendermafsen: 









«'s »1 


V, 


* l = 0, 


f = 90° 


J V s imaginär 


konstant 




0 < x» < «,» 


90°>f> fl 


Max. - 


Min. 




f = fl 


*, = 0 


Maximum — t 


Min. 


Xi 1 <x*< 1, 


*, > f > 0 


0 < < 90° 


Max. Min. Max. 


Min. 




c-0. 




unmöglich 
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Für die Fallgeschwindigkeit p des Schwerpunkts ergiebt »ich mit Benützung von (7), (9), i3), 
§ 2 (lüa) und § 5 (44a) 



worin 



ist. Als erste Derivierte folgt 



CO» a 

«in »" 



1 „ *' — 2 (8 — * *j coa « -f- k* con* \f, 

i/r "" ■ ,r • ; 

J/ 1 — X CO* - tf> 

dieselbe verschwindet für 

♦-T^pi-ZTi-Ui-^K-i*). tg-^-ii/x-i^tgi,. 

Ist * 0 derjenige spitze Winkel, für welchen tgi* 0 = ytf ist, so ist allgemein p ein Maximum 

für 4> = 2nar - ein Minimum für * — 2n* + beide unterscheiden sich nur durch das 
Vorzeichen und haben den Wert 

*' + ■ ■«.(*-!.) 

Setzen wir 

(17) + 9 

und lassen die Bewegung von der labilen Gleichgewichtslage an beginnen, für welche # =— ar, 
also q> — 0 ist, so wird aus (6) durch Integration 



Bei derselben Bezeichnung wie in § f> (1») bis (21) erhalten wir hieraus 

! U; ar r u \ 1 

Was in § 6 für den vierten Teil eines Umlaufs galt, gilt hier für die Hälfte desselben; deuu 
für einen halben Umlauf wächst 1> um at, <p um ^ ar, also wird die Zeit < t eines halben Um- 
laufs von der labilen Gleichgewichtslage aus t i =2E:a t und für n halbe Umläufe 2nE.a t . 
Ist J die Zeit eines ganzen Umlaufs von der labilen Gleichgewichtslage aus, so ist 
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demnach geht (18) über in 

( 19 ) <~iÄ tt +2-lT«ö") 

(~X'h) und 8 i x • sind periodisch für das Argument 2K, alao für <p = it, V ™ 2ff, d. h. für 
einen ganten Umlauf. Macht also das System von einer beliebigen Lage aus einen Umlauf, 
so geht (19) Qber in 

Demnach ist nur die Zeit eines ganzen Umlaufs von jeder beliebigen Lage aus konstant, nicht 
aber wie in § 6 die eines halben. 




Goo 



Ic 
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